A1l. Dany jest ciag X1, Xo,... niezaleznych, dodatnich zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie oraz ciag ai, as, ... dodatnich liczb rzeczywistych. Dowiesc¢, ze jezeli ciag

Y, = max{a1 X1, asXo, ..., an X}

zbiega wedtug rozkladu, to ciag (a,)n>1 jest ograniczony.

B1. Dany jest ciag £1,&o,... niezaleznych, dodatnich zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie oraz ciag by, bo, ... dodatnich liczb rzeczywistych. Dowies¢, ze jezeli ciag

Zn = max{blgh b2§23 EES) bnfn}

zbiega wedtug rozkladu, to ciag (by,)n>1 jest ograniczony.

Rozwigzanie (przy oznaczeniach jak w A1). Niech Fy, oznacza dystrybuante zmiennej Y,,, a
F' - dystrybuante rozkladu granicznego. Mamy

(%) lim Fy, (t) = F(t) dla kazdego punktu ¢ ciaglosci funkcji F'.
n— oo

Poniewaz X; sa dodatnie, to mamy P(X; < 0) =0, skad
() liﬁjl P(X;<t)=0 dla wszystkich j.
t
Zalézmy teraz whbrew tezie, ze ciag (an)n>1 nie jest ograniczony. Wowczas istnieje pewien
podciag (ng)r>1 taki, ze a,, — 0o gdy k — co. Dla dowolnego ustalonego ¢ > 0 mamy
Fy, (t) =P(max{a; X1,a2Xs,...,an X} <t) =P(a1 X1 <t, aaXs <t,...,a, X, <t)
<PlanX, <t) =P(X, < t/ay).

Ale na mocy (%) i definicji podciagu ng, otrzymujemy P(X,, < t/a,,) — 0 gdy k& — co. W
potaczeniu z powyzsza nieréwnoscia, mozemy wiec napisaé

lim Fy, (t)=0 dla wszystkich ¢ > 0.

k—o00 k
Na mocy (*), oznacza to, ze F(t) = 0 dla wszystkich dodatnich punktéw ciagtosci F. Stad F nie

moze by¢ dystrybuanta: warunek lim;_, o, F'(t) = 1 nie jest speliony (punkty ciaglosci dowolnej
dystrybuanty tworza gesty podzbidr prostej rzeczywistej). Sprzecznosé konczy dowdd.

Uwaga: Jak widaé, teza zadania zachodzi takze bez zalozenia o niezaleznoSci zmiennych X;.



A.2 Dla n = 1,2,... niech p, bedzie miarg na R o funkcji charakterystycznej ¢, (t) =
On(t) = @ =DV Czy rodzina miar {,: n=1,2,...} jest ciasna?

B.2 Dla n = 1,2,... niech p, bedzie miara na R o funkcji charakterystycznej ¢, (t) =
On(t) = el =D Cgzy rodzina rozktadéw {p,: n = 1,2,...} jest ciasna?

Rozwigzanie: Przedstawiamy rozwiazanie Zad. A.2. Zadanie B.2. jest analogiczne, jedyna
wlasnoscia ciagu parametréw /n, z ktorej bedziemy korzystaé jest nieograniczonosé.

Sposéb 1 7 wyktadu/¢éwiczenn wiemy, ze rozklad Poissona z parametrem A ma funkcje cha-
rakterystyczna réwna ¢(t) = e =X Funkcja charakterystyczna wyznacza rozklad, zatem s,
to rozklad Poissona z parametrem +/n. Stad, u,(N) =1 oraz dla A C N,

pn(A) =" W) v

keA k!

Ciasnos¢ oznacza, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje zbiér zwarty K taki ze dla dowolnego n,
pn(K) >1—e.

Dla dowolnego zbioru zwartego K istnieje m € N, takie ze K NN C {0,...,m}.

Zauwazmy, ze

m nk
i (K) < pn({0,...,m}) = Z_: (\/k_') eV 0

dla n — oo, gdyz funkcja eV™ roénie szybciej niz dowolny wiclomian. W szczegdlnosei dla
dowolnego zwartego K, istnieje n, takie ze u,(K) < 1/2, co pokazuje, ze rozwazana rodzina
nie jest ciasna.

Sposéb 2 Identyfikujac jak sposobie 1 miare pu, jako rozktad Poissona z parametrem /n
otrzymujemy, ze zmienna losowa X,, o rozktadzie u, spelhia

EX, = Var(X,) = v/n.
7 nieréwnoéci Czebyszewa dostajemy zatem

pn((—00,v/n/2]) = P(X, < vn/2) = P(X, — EX,, < —/n/2)

<P(X, —EX,| > yij2) < V) _vn 4,

(Vn/2?  n/4 n

dla n — oo.
W szcezegdlnosei dla dowolnego K zwartego (a wiec ograniczonego) i duzych n,

,un(K) < :un([o7 \/E/QD < 1/27

co pokazuje, ze rozwazana rodzina nie jest ciasna.
Uwaga: Srednia i wariancje rozktadu mozna takze odczytaé¢ z pochodnych funkcji charak-
terystycznych, nie jest konieczne identyfikowanie pu,, jako rozktadu Poissona.

Sposdéb 3 Uzywajac notacji jak w sposobie 2, mamy

X, —+/n
Prawa strona, na podstawie znanego zadania (omawianego zazwyczaj na ¢wiczeniach przy okazji
centralnego twierdzenia granicznego) zbiega do ®(0) = 1/2 (gdzie ® to oczywiscie dystrybuanta
rozkladu N(0,1)). Podobnie jak w sposobie 2, implikuje to brak ciasnosci.



Sposdéb 4 Zalézmy, ze rozwazana rodzina jest ciasna. Z twierdzenia Prochorowa implikuje
to, ze istnieje ciag (ng)s2 ,, taki ze ny — oo oraz py,, zbiega do pewnej miary probabilistyczne;
(. Zatem ,
@ (t) = lim @, (t) = lim e "DV,
k—o00 k—o0

Zauwazmy, ze dla 0 < [t| < 2,

|€(eit_1)\/ﬁ‘ _ e(cos(t)—l)\/ﬁ =0

gdy k — oo. Stad ¢,(t) = 0. Ale ¢,(0) = 1, co jest sprzeczne z ciagloscia funkeji charaktery-
stycznej. Zatem rozwazana rodzina nie jest ciasna.



A3. Niech (&,),>1 bedzie ciagiem niezaleznych, jednakowo rozlozonych zmiennych loso-
wych o rozkladzie wykladniczym z parametrem 2 oraz niech 7 = inf{k > 1: £, < 3}. Prosze
uzasadnié¢, ze 7 < oo prawie na pewno, a nastepnie wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne
zmiennych losowych &, &,41.

Rozwigzanie.
(1) Zachodzi (korzystamy kolejno z: ciaglosci miary, niezaleznosci zmiennych losowych i
jednakowego rozktadu):

P(r=o00) =P(Vn>1¢, >3) = lim P(Vn<N¢&, >3)= lim (P& >3)" =o0.
N—o0 N—oo
(2) Mamy, korzystajac z twierdzenia Fubiniego (mozemy zamienié kolejno$é catki i sumy
bo |e®| =1, za$ Y P(r = k) = 1), a potem z niezaleznosci i jednakowego rozktadu zmiennych
&k

e, (t) = B =) E (™ 1) =Y E (" Lig,>3. ¢, >3.6,<3})
k=1

I
WK

£
I

1 k=0

E (" 1, c5) P(& > 3,661 > 3) =B (™1, 55y) Y P(&1 > 3)"
k=1

I
NE

E ((¢"* 1 (g,sy)  1g, 3, 60123)) = OB (€™ (g, <)) E (e 25,60, 23))

k=1
1 ] 1 3 ) 1 2(1 _ e3it—6)
_ E ztfll _ / itx | 2 —2x de =
e R il e 2 AL Ol
(3) Analogicznie (prosciej):
P ir (t) —  [Feitér+1 — ZE (eit§k+1 1{T=k}) _ ZE (eit€k+1 1{5123,-4.75k712375k<3})

k=1

ZE (") P (& >3, .., 61 > 3,6 < 3)

2

_ itéy _ — Faitét —
= Ee ZIP’(T—k:)_IEe t= o



B4. Dla n = 1,2,... zmienna losowa X, ma rozklad: P(X, = 1) = P(X,, = 3) = 5,

P(X,=0)=1- %; zmienne X, sa niezalezne. Przyjmujemy S, = X1 + ...+ X,. Prosze
zbadaé, czy ciag zmiennych losowych

S, —ES,
Vinn

jest zbiezny wedlug rozktadu, a w przypadku odpowiedzi twierdzacej - wyznaczy¢ rozktad
graniczny.
Uwaga. Mogq przydaé sie wzory: lim, . (1 + % +...+ % —1In n) =~ (stala Eulera),

S0 1 _ =2
n=1n2 — 6 -

Rozwigzanie. Checemy uzy¢ centralnego twierdzenia granicznego. Wobec tego liczymy:

5 5 4
EX, = -, EX2 =2, VarX, = — — —
n n n n

oraz
2 ._ _
Sn — ZV&I‘Xk — Z% - Z?
k=1 k=1 k=1
Warto od razu zauwazy¢, ze lim, o 52 = 0o, jako, ze w granicy dostajemy rozbiezny szereg
harmoniczny i zbiezny szereg odwrotnoséci kwadratéow. Aby moéc uzyé CTG, sprawdzamy
warunek Lindeberga, czyli musimy pokazaé, ze dla kazdego € > 0 zachodzi

1 n
— > E[X) - EXg|? L x,—EXy|>esn) — 0, gdy n — oo.
n =1

Spéjrzmy na indykator. Zauwazamy, ze | X — EXy| < [ Xj| 4+ [EXy| < 3 + 2 = 5, natomiast
jak wczedniej wspomnielismy, s, — 0o, gdy n — co. Wobec tego, dla ustalonego € > 0, dla

dostatecznie duzych n, warunek z indykatora nie jest spelniony dla zadnego k, czyli sumujemy
same zera - zachodzi warunek Lindeberga. Rozpisujemy

Sp—ES, S, —ES, S
Vinn Sn \/hln'

Z powyzszych rozwazan, pierwszy skladnik zbiega wedlug rozkladu do N(0, 1), natomiast w
przypadku drugiego sktadnika:

5n SPy P —Sln+5ln-Yp &  [Yp,2—5lnn iy
_ - +5— =E=l R
vVinn

Inn Inn Inn

Pierwszy i trzeci skladnik sumy spod pierwiastka daza do 0 - tu mozemy powolaé sie na
wskazéwke, czyli cale wyrazenie dazy do v/5. Ostatecznie, z twierdzenia Stuckiego, dostajemy

Sp —ES,

— N(0,5) wedtug rozkladu.
— (0,5) wedlug roz

Uwaga: zamiast warunku Lindeberga, mozna tez sprawdzi¢ warunek Lapunowa. Bardzo tatwo

liczy sie trzeci moment i po odpowiednich rachunkach dostaniemy, zZe wyrazenie w warunku

. .. 1
Lapunowa zachowuje sie jak NETE




Zadanie 5

Wersja A. Tworzymy zmienne 14(X), 15(X), 1¢(X) w zaleznosci do ktorego autobusu wsiadzie
Kowalski. Oczywiscie

25 5 20 1 15 1
XeA —, P(XeB)=—=- X .
P(Xed)= 60 12’ (X €B) 60 3’ PXe0)= 60 4
W zadaniu pytamy o zdarzenie
92 92 92
D 1a(Xi) > ) 1p(X;) rownowaznie Y (14(X;) —1p(X;)) > 0.
i=1 i=1

i=1
Niech V; = 14(X;) — 15(X;), zatem

11 1
E}Q:Eff_—, EY? = 3+—73—§.
12 3 12 123 12 4
Stad
3 1 108 1 107
VarY; = - — =
AT T 2?2 T 14 14 144
Zatem

92 92 1
(Y, —E; -9255 V92
i= \/Z?il VarY; \/92 e V107

144

Wersja B. Tworzymy zmienne 14(X), 15(X), 1¢(X) w zaleznosci do ktora karme wybierze mysz
Oczywiscie

35 7 10 1 15 1
XeA —, P(XeB)=— C .
PX e =1 PEED == PO =5g=]
W zadaniu pytamy o zdarzenie
84 84 84
Z 14(X5) > Z 15(X;) réwnowaznie Z(lA(Xi) —15(X;)) > 0.
i=1 i=1

i=1
Niech V; = 14(X;) — 15(X;), zatem

1 1
EY; = l_,zi, EYi2 l+,_g:3
12 6 12 12 6 12 4
Stad
3 52 108 25 83
Vary, = © — S
R U EA PV IR VY R VY
Zatem o .
8
P Y. >0) =P Zi:l(Yi*Ei) 841 P _7\/84
(Z i>0)=P( 84 83 \/83).
= VM, Vary, \/ 8483



